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Resumen
En este art´ıculo se presenta la extensio´n del algoritmo de generacio´n de mallas no estructuradas y formadas
exclusivamente por cuadrila´teros GEN4U a superficies parametrizadas en IR3. Al igual que el algoritmo
original, la presente extensio´n obtiene directamente una malla de cuadrila´teros sin la necesidad de generar
previamente una triangulacio´n de la superficie. Asimismo, el nuevo algoritmo tambie´n se puede utilizar en
procesos de ca´lculo adaptativo, puesto que la densidad nodal se prescribe en los ve´rtices de una submalla.
El objetivo ba´sico de esta extensio´n es realizar la discretizacio´n del dominio en el plano de para´metros y
posteriormente transportar la malla obtenida a la superficie. Sin embargo, la discretizacio´n en el plano debe
realizarse de acuerdo con las caracter´ısticas geome´tricas de la superficie. En particular, se detallan las tres
operaciones elementales que se realizan de forma reiterada en el proceso de mallado: 1. la medida de a´ngulos
sobre la superficie, 2. la medida de distancias sobre la superficie y 3. la generacio´n de un nodo a una distancia
previamente prescrita. Finalmente, se presentan diversos ejemplos nume´ricos que ponen de manifiesto su
versatilidad y la calidad de las mallas obtenidas.
AUTOMATIC GENERATION OF NONSTRUCTURED AND QUADRILATERAL MESHES FOR
CURVED SURFACES IN IR3
Summary
In this paper, the generation algorithm for unstructured and quadrilateral meshes, called Gen4U, is extended
to threedimensional parametric surfaces. Similar to the original algorithm, a quadrilateral mesh is generated
directly (there is no need for a previous step where triangles are generated). Moreover, the extended algorithm
can also be applied to adaptive techniques since the nodal density is prescribed at the vertices of a background
mesh. Our target is to build the discretization in the plane of parameters and then map the obtained mesh on
the surface according to its geometric properties. In particular, the three elemental operations: 1. measure
of an angle, 2. measure of a distance and 3. node placement according to a prescribed distance are presented
in detail. Finally, several numerical examples are presented to show the versatility of the extended algorithm
and the quality of the obtained meshes.
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INTRODUCCIO´N
Uno de los aspectos ma´s laboriosos y costosos de la resolucio´n nume´rica de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales es la discretizacio´n adecuada del dominio. Por consiguien-
te, no es de extran˜ar que durante la u´ltimas de´cadas se hayan desarrollado una amplia gama
de me´todos de generacio´n de mallas para problemas bidimensionales y tridimensionales.
Una presentacio´n detallada de estas te´cnicas puede encontrarse en las referencias.1,2 En
particular, la generacio´n de mallas sobre superﬁcies es uno de los aspectos ma´s importantes
en el mallado de un dominio tridimensional, puesto que es el prerrequisito ba´sico para iniciar
dicho proceso de discretizacio´n. Es ma´s, la calidad de la malla generada sobre la superﬁcie
inﬂuye directamente en la calidad de la discretizacio´n del volumen, especialmente en las
zonas pro´ximas a los contornos. Por otra parte, la calidad de la malla generada sobre una
superﬁcie desempen˜a un papel fundamental en diversos tipos de ana´lisis como por ejemplo
el estudio de estructuras tipo la´mina.
En aplicaciones de intere´s industrial, la geometr´ıa de la superﬁcie puede ser muy com-
plicada y generalmente se deﬁne mediante la utilizacio´n de paquetes de CAD. La mayor´ıa
de estos paquetes representan la superﬁcie mediante una coleccio´n de parcelas (patches) bi-
parame´tricas (curvas de Be´zier, NURBS, etc.)3,4 Es importante resaltar que los paquetes de
CAD actuales no son capaces de representar una superﬁcie complicada mediante un u´nico
patch. Por consiguiente, la estrategia ma´s usual en la discretizacio´n de superﬁcies consiste
en una primera descomposicio´n de la superﬁcie total en un conjunto de patches, para poste-
riormente discretizarlos de acuerdo con su parametrizacio´n y veriﬁcando las condiciones de
continuidad necesarias entre estos.
En la actualidad, la mayor´ıa de generadores de mallas sobre superﬁcies generan dis-
cretizaciones formadas exclusivamente por tria´ngulos.5,6,7
Por el contrario, existen pocos generadores de mallas sobre superﬁcies que permitan
obtener discretizaciones formadas por cuadrila´teros.8,9 Adema´s, estos u´ltimos generan ini-
cialmente una malla de tria´ngulos que posteriormente se transforma en cuadrila´teros me-
diante la unio´n de tria´ngulos. Por lo tanto, la calidad ﬁnal de la malla esta´ directamente
condicionada por una triangularizacio´n previa de la superﬁcie.
En este trabajo se presenta una extensio´n del algoritmo de generacio´n de mallas
no estructuradas y formadas exclusivamente por cuadrila´teros, GEN4U,11 a superﬁcies
parametrizadas en IR3. Consecuentemente, la generacio´n de cuadrila´teros sobre la super-
ﬁcie se obtiene directamente sin necesidad de pasar por una triangularizacio´n previa de la
misma. La idea ba´sica de esta extensio´n consiste en realizar la discretizacio´n de la superﬁcie
parame´trica en el plano de para´metros que la deﬁne. Para ello, se emplea el algoritmo ori-
ginal sobre el plano de para´metros y posteriormente se transporta la malla obtenida sobre
la superﬁcie de acuerdo a su parametrizacio´n. Con el objetivo de incorporar en el proceso
de mallado la informacio´n geome´trica de la superﬁcie, se han modiﬁcado los tres aspectos
geome´tricos que aparecen en el algoritmo GEN4U. Concretamente, se han incorporado los
siguientes aspectos: 1. la medida de a´ngulos sobre la superﬁcie, 2. el ca´lculo de distancias
sobre la superﬁcie y 3. la generacio´n de un punto sobre la superﬁcie segu´n una direccio´n
y a una distancia previamente prescrita. En la incorporacio´n de estos tres aspectos se ha
considerado la me´trica deﬁnida por la superﬁcie.
La estructura del art´ıculo es la siguiente. A continuacio´n se repasan las carac-
ter´ısticas ba´sicas del generador de mallas no estructuradas y formadas exclusivamente
por cuadrila´teros, sobre el que se basa el presente generador de mallas para superﬁcies
parametrizadas. Seguidamente, se detallan los tres aspectos fundamentales de la extensio´n
del generador GEN4U a superﬁcies. Finalmente, se presentan y discuten diversos ejemplos.
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GENERACIO´N DE MALLAS CUADRANGULARES Y NO
ESTRUCTURADAS EN EL PLANO
Con el propo´sito de presentar adecuadamente los cambios introducidos en la extensio´n
del algoritmo de generacio´n de mallas no estructuradas y formadas exclusivamente por
cuadrila´teros (GEN4U) a superﬁcies parametrizadas en IR3, en este apartado se realiza una
breve presentacio´n de las caracter´ısticas fundamentales del algoritmo original. Los detalles
del mismo pueden encontrarse en las referencias.10,11,12
El algoritmo original se caracteriza por obtener la discretizacio´n del dominio mediante
una particio´n reiterada y recursiva del dominio hasta que se obtienen elementos cuadran-
gulares del taman˜o deseado. Este taman˜o se puede especiﬁcar: 1. sobre el contorno13 (por
lo tanto, el espaciado entre nodos en el interior del dominio se obtiene mediante interpo-
lacio´n de los valores prescritos en el contorno) y 2. en los ve´rtices de una submalla de
tria´ngulos14,15 (en este caso el taman˜o de los elementos en el dominio se obtiene mediante
interpolacio´n dentro del tria´ngulo correspondiente). No´tese que la utilizacio´n de submallas
en la especiﬁcacio´n del taman˜o de elemento deseado permitira´ la utilizacio´n de los algoritmos
de generacio´n en procesos de ca´lculo adaptativo.
El contorno del dominio se deﬁne mediante unos puntos base que deﬁnen el tipo de
interpolante utilizado en su descripcio´n (generalmente curvas de Be´zier, B-splines o cualquier
otra te´cnica de interpolacio´n seccional.3,4 Una vez se ha deﬁnido el contorno, se generan los
nodos sobre el mismo de acuerdo con el taman˜o de elemento prescrito. Es importante resaltar
que el nu´mero de nodos sobre el contorno debe ser par a ﬁn de asegurar que la discretizacio´n
del dominio mediante cuadrila´teros es posible (esta restriccio´n tambie´n es va´lida para todos
los contornos de los subdominios que se generan en el proceso de particio´n).
a) b) c)
d) e)
Figura 1. Diversos pasos en el mallado de un dominio plano mediante el algoritmo original:
a) discretizacio´n del contorno, b) eleccio´n de la primera l´ınea de corte y generacio´n
de nodos sobre la misma, c) paso intermedio en el proceso de mallado,
d) discretizacio´n del dominio antes de aplicar las te´cnicas de cosme´tica, e) malla final
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Con el ﬁn de mejorar su eﬁciencia computacional, el algoritmo se descompone en tres
fases: 1. eleccio´n de una l´ınea de corte, 2. colocacio´n de nodos sobre la l´ınea y 3. mejora
de la calidad de la malla.
A partir del contorno previamente discretizado, se inicia el proceso de generacio´n de
la malla: el dominio inicial se divide mediante la eleccio´n de una l´ınea de corte o´ptima,
que une dos nodos del contorno. Seguidamente, se colocan los nodos sobre la misma.
Esto conduce a dos nuevas poligonales cerradas en las que el algoritmo se aplica de forma
reiterada. Finalmente, se mejora la calidad de la malla con el ﬁn de obtener elementos poco
distorsionados. Con el objetivo de ilustrar el proceso de generacio´n de mallas mediante el
algoritmo original, en la Figura 1 se presentan diversos estados evolutivos en la generacio´n
de la malla, cuando el taman˜o de los elementos se prescribe en los ve´rtices de una submalla.
Como puede observase, la eleccio´n de la l´ınea de corte o´ptima es un elemento ba´sico
en la estructura de este algoritmo. Dicha eleccio´n se realiza de acuerdo con una funcio´n
objetivo que se desea minimizar. Puesto que dicha funcio´n se ha de calcular repetidamente
en el proceso de generacio´n, debe ser fa´cil (barata) de evaluar. Concretamente, la funcio´n
objetivo se ha deﬁnido como una combinacio´n lineal de cinco indicadores que cuantiﬁcan
diversos criterios que se desea optimizar
Funcio´n Objetivo = c1φ+ c2σ + c3ε+ c4+ c5α (1)
donde ci, i = 1, . . . , 5 son los pesos de ponderacio´n. Seguidamente, se presenta una breve
descripcio´n de los criterios representados en la ecuacio´n (1). Una presentacio´n ma´s detallada
puede encontrarse en las referencias.10,11
1. A´ngulo de corte (φ). El algoritmo de generacio´n tiende a favorecer aquellas l´ıneas de corte
que coincidan o se acerquen a la bisectriz del a´ngulo deﬁnido por los segmentos del con-
torno que delimitan sus extremos. De esta forma se evitan elementos mal condicionados
y se tiende a generar mallas estructuradas siempre que ello sea posible.
2. I´ndice de estructura (σ). Este criterio tiende a priorizar la eleccio´n de l´ıneas de corte que
generen mallas en las que cada nodo interior pertenezca a cuatro elementos. Es decir
que, de forma similar al criterio anterior, se tiende a favorecer la generacio´n de mallas
estructuradas.
3. Error en la colocacio´n de los nodos (ε). Fijados unos valores de la densidad nodal, no
siempre es posible hallar un nu´mero entero de nodos que veriﬁque dicha distribucio´n.
Adema´s, como se ha comentado anteriormente, el nu´mero de nodos sobre el contorno de
un subdominio debe ser par. Por consiguiente, al generar los nodos se introduce un error
en su posicio´n ﬁnal que este indicador cuantiﬁca adecuadamente.
4. Longitud de la l´ınea de corte (). Este indicador tiende a seleccionar l´ıneas de corte que
unan dos puntos, situados sobre el contorno del subdominio, que este´n tan pro´ximos
como sea posible.
5. Simetr´ıa (α). Cuando el dominio a discretizar presenta claras simetr´ıas, es deseable que
la malla obtenida tambie´n las reproduzca. Este indicador tiende a seleccionar l´ıneas de
corte que dividan los dominios en dos subdominios de a´reas parecidas.
Una vez se ha seleccionado la l´ınea de corte o´ptima, se generan los nodos sobre ella. Este
proceso se realiza mediante una interpolacio´n de los valores de la densidad nodal prescritos
en los extremos de la misma, o bien en los ve´rtices de la submalla de tria´ngulos (ver detalles
en las referencias10,11). Concretamente, conviene resaltar que en dicho algoritmo se debe
poder colocar un nodo a una distancia predeterminada del nodo anterior (operacio´n que
resulta trivial si se utiliza la distancia eucl´ıdea sobre un plano).
Finalizado el proceso de particio´n reiterada del dominio, en su discretizacio´n pueden
aparecer elementos claramente distorsionados. Como es usual en los algoritmos de genera-
cio´n de mallas formadas por cuadrila´teros, para mejorar la calidad de la malla se consideran
Generacio´n automa´tica de mallas no estructuradas 83
dos tipos de te´cnicas.13,15,16,17,18 Las primeras, denominadas te´cnicas de cosme´tica (make-
up), tienden a mejorar la topolog´ıa de la malla. Las segundas, denominadas te´cnicas de
suavizado, tienden a mejorar la forma de los elementos, cuando ya se ha modiﬁcado la
topolog´ıa de la malla. Concretamente, en la referencia12 se detalla un nuevo algoritmo de
suavizado que respeta, en la medida de lo posible, el taman˜o de elemento prescrito.
EXTENSIO´N A SUPERFICIES PARAMETRIZADAS
Como se ha comentado anteriormente, el objetivo del presente trabajo es desarrollar
un generador de mallas sobre superﬁcies a partir del generador de mallas previamente
desarrollado. Por consiguiente, se desea generar la discretizacio´n de la superﬁcie en el
plano, pero considerando la geometr´ıa de la misma.
En el apartado anterior se han presentado las caracter´ısticas ba´sicas del generador de
mallas GEN4U. Todos los ca´lculos que deben realizarse en la generacio´n de la malla se
fundamentan ba´sicamente en dos aspectos de la geometr´ıa plana: 1. la medida de a´ngulos
entre dos rectas y 2, la medida de distancias entre dos puntos. Es importante observar que
el ca´lculo de distancias es importante en la determinacio´n de la longitud de la l´ınea de corte
y que adema´s desempen˜a un papel fundamental en la colocacio´n de nodos sobre la l´ınea
de corte (fase de colocacio´n de los nodos). La realizacio´n de estas operaciones en el plano
es trivial. Sin embargo, la extensio´n natural del algoritmo GEN4U a superﬁcies (es decir,
la proyeccio´n sobre la superﬁcie de una malla generada sobre el plano de para´metros con
el algoritmo original) no conserva ni el a´ngulo entre l´ıneas ni la distancia entre puntos (el
taman˜o prescrito de los elementos).
Desde el punto de vista computacional, el ca´lculo directo sobre la superﬁcie de estas
medidas es muy costoso. Sin embargo, mediante una parametrizacio´n de la superﬁcie y
utilizando conceptos ba´sicos de geometr´ıa diferencial, es posible realizar la discretizacio´n
de la superﬁcie en el plano de para´metros teniendo en cuenta la geometr´ıa de la superﬁcie.
Posteriormente, mediante su parametrizacio´n se debe transportar la malla obtenida a la
superﬁcie.
Concretamente, en este apartado se presenta co´mo se realiza la medida de a´ngulos y
distancias en el plano de para´metros considerando las caracter´ısticas geome´tricas de la
superﬁcie. Asimismo, se describe un algoritmo para generar los nodos segu´n el taman˜o
de lado de elemento prescrito.
Con el ﬁn de simpliﬁcar la notacio´n, en este apartado se utilizara´n letras mayu´sculas
para designar los puntos y vectores de IR3 y minu´sculas para su representacio´n en el plano
de para´metros. Asimismo, los puntos y vectores se identiﬁcara´n por el s´ımbolo
, mientras
que para las matrices se utilizara´ el s´ımbolo .
Descripcio´n de superficies y curvas
El presente algoritmo de generacio´n de mallas sobre superﬁcies se basa en los dos si-
guientes conceptos geome´tricos: 1. existe una representacio´n parame´trica de la superﬁcie
a discretizar y 2. la curvas sobre la superﬁcie se representan mediante rectas en el plano
de para´metros. En este subapartado se repasan las deﬁniciones de superﬁcies y curvas
parametrizada y se recuerda el ca´lculo de vectores tangentes a una curva parametrizada.
El primer objetivo es representar parame´tricamente una superﬁcie. Sea Σ una superﬁcie
regular en el espacio (IR3) y sea σ un dominio en el plano de para´metros (IR2). Se deﬁne la
parametrizacio´n de la superﬁcie Σ como (Figura 2)
M :σ → Σ ∈ IR3
(u, v) →M (u, v) =
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)
) (2)
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Figura 2. Representacio´n de una superficie y del plano de para´metros
El segundo objetivo es parametrizar curvas deﬁnidas sobre una superﬁcie mediante rectas
en el plano de para´metros. Sea S(t) una curva deﬁnida sobre la superﬁcie parametrizada Σ
y sea s(t) una recta perteneciente al dominio σ del plano de para´metros
s(t) = 
p+ 
up t (3)
donde 
p = (p1, p2) es el vector posicio´n correspondiente al punto de paso y 
up = (u1, u2) es
su vector director (Figura 3). La parametrizacio´n de la curva S(t) en IR3 se deﬁne como
S(t) = M
(
s(t)
)
=
(
x
(
s(t)
)
, y
(
s(t)
)
, z
(
s(t)
))
Figura 3. Representacio´n de una curva sobre una superficie y en el plano de para´metros
o bien
S
(
u(t), v(t)
)
= M
(
u(t), v(t)
)
=
(
x
(
u(t), v(t)
)
, y
(
u(t), v(t)
)
, z
(
u(t), v(t)
)) (4)
donde u(t) = p1 + u1t y v(t) = p2 + u2t.
En adelante y con el ﬁn de simpliﬁcar la notacio´n, los puntos del plano de para´metros se
denotara´n por (u, v) independientemente de si estos pertenecen o no a una recta en dicho
plano.
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El tercer y u´ltimo objetivo es la determinacio´n del vector tangente a la curva, S(t),
deﬁnida sobre la superﬁcie parametrizada Σ. El vector tangente a dicha curva en el punto
p es

UP =
(
dx
dt
∣∣∣∣
p
,
dy
dt
∣∣∣∣
p
,
dz
dt
∣∣∣∣
p
)
(5)
Aplicando la regla de la cadena
dx
dt
=
∂x
∂u
du
dt
+
∂x
∂v
du
dt
=
∂x
∂u
u1 +
∂x
∂v
u2
dy
dt
=
∂y
∂u
du
dt
+
∂y
∂v
du
dt
=
∂y
∂u
u1 +
∂y
∂v
u2
dz
dt
=
∂z
∂u
du
dt
+
∂z
∂v
du
dt
=
∂z
∂u
u1 +
∂z
∂v
u2
se obtiene su representacio´n matricial respecto del vector director de la recta en el plano de
para´metros

UP = Jp 
up (6)
donde Jp es el jacobiano de la parametrizacio´n de la superﬁcie M en el punto p:
Jp =

 ∂x∂u ∂x∂v∂y
∂u
∂y
∂v
∂z
∂u
∂z
∂v


p
Es importante observar que dado el punto P de interseccio´n entre dos curvas deﬁnidas
sobre la superﬁcie M , la expresio´n (6) permite calcular eﬁcientemente y en el plano de
para´metros el producto escalar de sus vectores tangentes. En efecto, sean dos curvas S(t) y
Z(t) deﬁnidas sobre la superﬁcie M y sean 
Up y 
Vp los dos vectores tangentes a las mismas
en el punto P (Figura 4). Entonces

UTP

VP = 
uTp J
T
p Jp
vp = 
u
T
pGp
vp (7)
donde
Gp = J
T
p Jp =
(
∂M
∂u
∂M
∂u
∂M
∂u
∂M
∂v
∂M
∂v
∂M
∂u
∂M
∂v
∂M
∂v
)
p
(8)
es la matriz de producto escalar en el punto p (primera forma fundamental de la superﬁcie).
No´tese que Gp es sime´trica y deﬁnida positiva.
86 J. Sarrate y A. Huerta
Figura 4. Representacio´n en el plano de para´metros de la interseccio´n de dos curvas definidas
sobre una superficie
Ca´lculo de a´ngulos
Durante el proceso de discretizacio´n en IR2 es preciso calcular de forma reiterada el a´ngulo
entre dos rectas, es decir, el a´ngulo formado por sus vectores directores. Una forma eﬁciente
de determinarlo consiste en: 1. calcular el coseno de dicho a´ngulo mediante el producto
escalar de ambos vectores (se obtienen valores angulares entre y 0 y π) y 2. calcular el signo
del seno del a´ngulo mediante el producto vectorial. Este signo junto con la informacio´n
anterior permite identiﬁcar un´ıvocamente el valor angular.
La extensio´n de este procedimiento a superﬁcies parametrizadas en IR3 implica calcular
el a´ngulo que forman los vectores tangentes a dos curvas en su punto de interseccio´n.
Sin embargo, el objetivo del presente trabajo es realizar la discretizacio´n en el plano de
para´metros (en IR2). Por consiguiente, el algoritmo que se propone, consiste en utilizar la
representacio´n parame´trica de las curvas (4) y calcular el a´ngulo entre las curvas como el
a´ngulo que forman la representacio´n de sus vectores tangentes en el plano de para´metros.
El coseno del a´ngulo formado por los vectores tangentes se puede calcular en IR3 mediante
la ecuacio´n (7)
cos(α) =

UTP

VP
|
UP ||
VP |
=

UTP

VP√

UTP

UP
√

V TP

VP
Puesto que todos los ca´lculos se deben realizar en el plano de para´metros (en IR2), es
preferible escribir la expresio´n anterior como
cos(α) =

uTpGp
vp(

uTpGp
up
)1/2 (

vTpGp
vp
)1/2 (9)
Finalmente, para calcular un´ıvocamente el valor de α en (9) falta por determinar el
signo del seno del a´ngulo. En realidad, el problema radica en saber si los vectores 
up y

vp presentan la misma orientacio´n que los vectores 
e1 = (1, 0) y 
e2 = (0, 1) en el plano de
para´metros. Puesto que los vectores 
E1, 
E2, 
UP y 
VP se encuentran sobre el mismo plano
tangente, sus productos vectoriales deﬁnira´n la misma recta. Por consiguiente, el signo del
seno del a´ngulo entre los vectores 
up y 
vp es
sign (sin(α)) = sign
((

UP × 
VP
)(

E1 × 
E2
))
(10)
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Ca´lculo de distancias
El objetivo ahora es calcular la distancia entre dos puntos de una superﬁcie
parametrizada. De nuevo, se desea realizar todos los ca´lculos en el plano de para´metros y
posteriormente transportar el resultado a la superﬁcie.
En el plano, la distancia entre dos puntos es la longitud de la curva ma´s corta que los
une, es decir, la longitud del segmento que estos deﬁnen. Sin embargo, sobre una superﬁcie,
la curva ma´s corta que une dos puntos es la geode´sica. Desafortunadamente, el ca´lculo de
las curvas geode´sicas de una superﬁcie es complicado y requiere, generalmente, un costo
computacional excesivo.
En el apartado anterior se ha calculado el a´ngulo formado por dos curvas sobre la
superﬁcie como el a´ngulo que forman sus vectores tangentes en el punto de interseccio´n.
Para deﬁnirlos un´ıvocamente se han representado las curvas deﬁnidas sobre una superﬁcie a
partir de rectas en el plano de para´metros. Esta representacio´n no es va´lida para las curvas
geode´sicas, puesto que estas no suelen coincidir con rectas en dicho plano. Es importante
observar que para distancias pequen˜as, la curva geode´sica puede ser aproximada por una
curva cuya representacio´n en el plano de para´metros sea una recta. Evidentemente, el error
cometido puede ser tanto mayor cuanto mayor sea la distancia.
Por consiguiente, se deﬁne la distancia entre dos puntos P y Q de una superﬁcie en IR3
como la longitud de la curva que los une tal, que su representacio´n en el plano de para´metros
es una recta (Figura 5). Sean p y q los originales correspondientes a P y Q en el plano de
para´metros. Entonces la representacio´n de esta curva en el plano es
s(t) = 
p+ 
ut t ∈ [0, 1] (11)
donde 
u = q − p. Por el contrario, su representacio´n en IR3 es
S(t) = M (s(t)) = M (
p+ 
u t) (12)
Figura 5. Representacio´n en el plano de para´metros de la distancia entre dos puntos definidos
sobre la superficie
La longitud de la curva (12) entre los puntos P y Q es la integral de la norma de su
vector tangente a lo largo de la misma. Mediante las expresiones (6) y (7) esta distancia
puede calcularse en el plano de para´metros como:
δ =
∫ Q
P
|UP |ds =
∫ 1
0
(

uTs(t)Gs(t)
us(t)
)1/2
dt (13)
donde Gs(t) es la matriz producto escalar (8) deﬁnida sobre cada punto de la curva s(t).
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El ca´lculo de la integral anterior se debe realizar nume´ricamente. Si la parametrizacio´n
de la curva es un polinomio, la integral (13) puede calcularse exactamente (salvo errores
de redondeo). Concretamente, en los ejemplos nume´ricos que se presentan en el siguiente
apartado se ha utilizado una cuadratura de Gauss de tres puntos, integrando exactamente
polinomios de grado igual o inferior a 5.
Generacio´n de puntos sobre una curva
Durante la generacio´n de mallas en el plano, una vez se ha determinado la mejor l´ınea
de corte, es preciso distribuir los puntos sobre ella de acuerdo con el taman˜o de elemento
prescrito. En particular, se debe hallar sobre esta l´ınea y en una cierta direccio´n, cua´l es el
punto que se encuentra a una distancia δ de otro nodo previamente determinado.
Este mismo proceso debe realizarse en la generacio´n de mallas sobre una superﬁcie. Sin
embargo, la distancia a la que se deben generar los nodos vendra´ dada por (13). De acuerdo
con esta expresio´n se deﬁne la funcio´n
F (l) =
∫ l
0
(

uTs(t)Gs(t)
us(t)
)1/2
dt (14)
donde s(t) se ha deﬁnido en (3). Por consiguiente, el ca´lculo de la generacio´n de un punto
a una distancia prescrita δ pasa a ser el ca´lculo del cero de una funcio´n. Es decir, se debe
hallar el valor de l tal que
F (l) = δ (15)
No´tese que el problema tiene solucio´n y que esta es u´nica, puesto que δ > 0 y F es una
funcio´n estrictamente creciente con F (0) = 0. En otras palabras, la funcio´n F tiene inversa,
aunque no se conozca su expresio´n anal´ıtica.
As´ı pues, es posible conocer, cua´l es el punto p situado a una distancia δ de otro punto
q. Adema´s este se calcula como p = s(l), donde l = F−1(δ). En esta u´ltima expresio´n, la
utilizacio´n de F−1 es puramente simbo´lica. En realidad, el ca´lculo del cero de la funcio´n (15)
se realiza mediante el me´todo de Newton-Raphson
lk+1 = lk − H(l
k)
H ′(lk)
donde H(l) = F (l) − δ. La eleccio´n de la aproximacio´n inicial x0 se realiza mediante una
linealizacio´n del problema. Es decir, se calcula x0 como el punto situado a una distancia δ
del punto p segu´n la norma deﬁnida por Gp, como si esta matriz fuera constante a lo largo
de la curva
x0 = p +

u δ√

uTG
u
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EJEMPLOS NUME´RICOS
Con el ﬁn de demostrar la aplicabilidad de la extensio´n del algoritmo de generacio´n
de mallas cuadrangulares y no estructuradas GEN4U a superﬁcies parametrizadas, en este
apartado se presentan cuatro ejemplos pra´cticos de su utilizacio´n.
En el primer ejemplo se discretiza la superﬁcie correspondiente a un cuarto de cilindro. La
parte correspondiente al arco de la circunferencia se ha parametrizado mediante una cu´bica
(eleccio´n bastante usual, cuando se parametriza mediante polinomios). Por el contrario, la
lados correspondientes a la altura del cilindro se han parametrizado mediante una recta.
Concretamente, la parametrizacio´n utilizada es
x(u, v) = 1, 00− 1, 34u2 + 0, 34u3
y(u, v) = v
z(u, v) = 1, 65u− 0, 31u2 − 0, 34u3
En la Figura 6a se presenta la malla generada cuando se prescribe un taman˜o de elemento
uniforme en los puntos base del contorno. Consecuentemente, se obtiene una malla regular
y completamente estructurada. En la Figura 6b y 6c se muestra la malla obtenida cuando se
prescribe un taman˜o de elemento ma´s pequen˜o sobre un lado del cilindro y en el centro de la
superﬁcie respectivamente. Es importante resaltar que en ambos casos se generan elementos
poco distorsionados. Adema´s, en estos dos u´ltimos casos se obtiene una variacio´n suave del
taman˜o de los elementos y se tiende a generar elementos estructurados en las zonas en que
ello es posible.
a)
b) c)
Figura 6. Discretizacio´n de la superficie correspondiente a un cuarto de cilindro: a) taman˜o
de elemento constante, b) taman˜o de elemento variable
En el segundo ejemplo se ha discretizado la superﬁcie correspondiente a un paraboloide.
La parametrizacio´n utilizada es
x(u, v) = u
y(u, v) = v
z(u, v) = u2 + v2
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En la Figura 7a se presenta la discretizacio´n del paraboloide sobre el plano de para´metros,
cuando se prescribe un taman˜o de elemento uniforme en los puntos base del contorno. En
la Figura 7b se muestra la misma malla sobre la superﬁcie del paraboloide. Como puede
observarse, el algoritmo genera una malla con elementos poco distorsionados.
a) b)
Figura 7. Discretizacio´n de la superficie correspondiente a un paraboloide: a) discretizacio´n
sobre el plano de para´metros, b) discretizacio´n sobre la superficie
a) c)
b) d)
Figura 8. Discretizacio´n del punto silla de una superficie: a) y b) discretizacio´n de la super-
ficie con taman˜o de elemento constante, c) y d) discretizacio´n de la superficie con
taman˜o de elemento variable
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En el tercer ejemplo se presenta la discretizacio´n del punto silla de una superﬁcie
parametrizada mediante dos para´bolas:
x(u, v) = u
y(u, v) = v
z(u, v) = u2 − v2
Las Figuras 8a y 8b muestran dos vistas de la misma discretizacio´n de la superﬁcie,
cuando se prescribe un taman˜o de elemento uniforme en los puntos base del contorno. En
las Figuras 8c y 8d se presentan dos vistas de la misma malla, cuando se prescribe un
taman˜o de elemento menor en una zona del interior de la superﬁcie mediante una submalla
de tria´ngulos. En ambos casos se obtienen elementos poco distorsionados. Adema´s, debe
resaltarse que en el segundo caso la malla generada presenta una variacio´n suave en el
taman˜o de elemento.
Figura 9. Discretizacio´n correspondiente a una chimenea de una central te´rmica
Por u´ltimo, en el cuarto ejemplo se presenta la discretizacio´n correspondiente a una
chimenea de una central te´rmica (Figura 9). En realidad, se ha dividido toda la geometr´ıa
en 8 patches y se ha discretizado un octavo de la superﬁcie. Posteriormente, estos se han
unido para componer la malla ﬁnal. Seguidamente, y a modo de ejemplo, se presenta la
parametrizacio´n de uno de estos patches
x(u, v) = 1, 00− 1, 343u2 + 0, 343u3
− 0, 008v + 0, 010u2v − 0, 002u3v
+ 0, 552v2 − 0, 742u2v2 + 0, 189u3v2
− 0, 130v3 + 0, 175u2v3 − 0, 004u3v3
y(u, v) = 1, 657u− 0, 313u2 − 0, 343u3
− 0, 013uv + 0, 002u2v + 0, 002u3v
+ 0, 915uv2 − 0, 173u2v2 − 0, 189u3v2
− 0, 216uv3 + 0, 041u2v3 − 0, 044u3v3
z(u, v) = v
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En este caso se ha impuesto un taman˜o de lado de elemento constante. Como puede
observarse en la Figura 9, el generador tiende a crear mallas estructuradas siempre que ello
es posible. Adema´s, los elementos esta´n muy poco distorsionados.
CONCLUSIONES
En este trabajo se ha presentado la extensio´n del generador de mallas cuadrangulares
y no estructuradas GEN4U a superﬁcies parametrizadas en IR3. La idea ba´sica de la ex-
tensio´n es realizar la discretizacio´n de la superﬁcie en el plano de para´metros de acuerdo con
la geometr´ıa de la superﬁcie y posteriormente transportar la malla obtenida a la superﬁcie
mediante la parametrizacio´n de la misma. De esta forma se han mantenido las propiedades
ba´sicas del generador original. Es decir, la discretizacio´n del dominio se obtiene mediante
una particio´n reiterada y recursiva del mismo hasta que se obtienen elementos cuadrangu-
lares del taman˜o deseado. Adema´s, el algoritmo utilizado para la eleccio´n de las curvas de
corte (rectas en el algoritmo original) continu´a siendo muy eﬁciente, tanto si se considera el
coste computacional como si se considera la calidad de las mallas obtenidas.
Como el algoritmo original, la presente extensio´n permite la posibilidad de utilizar el
generador de mallas en procesos de ca´lculo adaptativo, puesto que permite concentrar
elementos en aquellas zonas donde se requiera una mayor precisio´n en la solucio´n del
problema. Esto es posible gracias a la utilizacio´n de una submalla en la interpolacio´n
del taman˜o de elemento prescrito.
Finalmente, se debe resaltar que los ejemplos presentados en el apartado anterior de-
muestran que el algoritmo desarrollado es robusto y permite generar mallas con elementos
poco distorsionados aptas para su utilizacio´n mediante el me´todo de los elementos ﬁnitos.
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